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Poniższy projekt to kalkulator, który pozwala w szybki sposób policzyć składkę NETTO na przyszłe 

świadczenie emerytalne wypłacane raz do roku. Składka płacona jest raz do roku. Aby poznać 
wysokość składki należy podać dane dotyczące PŁCI i WIEKU ubezpieczonego, OKRES wpłacania
składek oraz oczekiwaną WYSOKOŚĆ emerytury. Kalkulator może uwzględnić także 

DODATKOWE ubezpieczenie na życie. Benefit ten jest wypłacany rodzinie w razie śmierci ubezpiec-
zonego przed osiągnięciem wieku emerytalnego. Wysokość dodatkowego świadczenia to suma 

wpłaconych składek do momentu śmierci przemnożona przez współczynnik α (z przedziału od 0 do 

1).

����������������
Naszym zadaniem jest znalezienie wysokości składki P, płaconej raz do roku przez okres n lat, na 

świadczenie emerytalne w wysokości E, dla osoby określonej płci w wieku x. W tym celu wprowadz-
imy kilka definicji i wzorów pomocnych w rozwiązaniu problemu.
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- Efektywna stopa oprocentowania i
Jeśli dziś założę lokatę bankową w wysokości k0, to po roku otrzymam k1=k0 (1 + i).

- Czynnik dyskontujący v = 1
1+i
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a) Podstawowe oznaczenia i związki
- tpx prawdopodobieństwo, że noworodek dożyje wieku x + t pod warunkiem, że przeżył x lat
- tqx prawdopodobieństwo, że noworodek umrze przed osiągnięciem wieku x + t pod warunkiem, że 

przeżyje x lat

Oczywiście zachodzi równość: tpx + tqx = 1.

Z definicji prawdopodobieństwa warunkowego mamy, że tpx =
s(x+t)
s(x)

, gdzie s(x) praw-

dopodobieństwo, że noworodek przeżyje x lat.

b) Tablice trwania życia
Aktualne tablice trwania życia w Polsce można znaleźć na stronie: http://stat.gov.pl/obszary-tematy-
czne/ludnosc/trwanie-zycia.
Informacje, które znajdują się w tablicach, są niezbędne podczas obliczania składki:

- lx przeciętna liczba osób dożywających wieku x spośród początkowej liczby l0 = 100000 noworod-
ków.

Zauważmy, że s(x) = lx
l0
.

-dx przeciętna ilość zgonów w przedziale wieku od x do x + 1.
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a) Renta życiowa czasowa

Renta życiowa n letnia polega na dokonywaniu wpłaty 1 na początku każdego roku przez kolejnych 

n lat. Osoba x letnia dokonuje pierwszej wpłaty natychmiast, a ostatniej (EWENTUALNIE - istnieje 

możliwość przedwczesnej śmierci) w wieku x + n - 1. Wzór na rentę życiową czasową to:

äx :n = Σ
n-1

k=0
vk k px .

b) Renta życiowa bezterminowa odroczona

Przykładem takiej renty jest emerytura. Aktywny zawodowo x latek otrzymuje obietnicę regularnych 

corocznych świadczeń w wysokości 1, które będą mu wypłacane począwszy od wieku x + n aż do 

końca życia (może się zdarzyć, że obecna wartość przyszłych świadczeń emerytalnych wyniesie 0 - 
gdy pracownik nie dożyje wieku x + n). Wzór na wartość oczekiwaną obecnej wartości renty 
życiowej bezterminowej odroczonej o n lat to:

n äx = Σ
∞

k=n
vk k px .
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Jeśli ważność ubezpieczenia wynosi n lat to w przypadku śmierci w pierwszym roku ważności 
polisy, świadczenie wyniesie 1, jeśli śmierć nastąpi w k-tym roku po zawarciu umowy (k < n) to 

świadczenie wyniesie k + 1. Wreszcie jeśli śmierć nastąpi w okresie n - 1 do n po zawarciu umowy 
to świadczenie wyniesie n.

Wzór na jednorazową składkę netto na ubezpieczenie terminowe na n lat ze świadczeniem rosną-
cym to:

(IA)x:n
1 = Σ

n-1

k=0
1 +k vk k px qx+k.
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Metoda policzenia składki na przyszłe świadczenie emerytalne plus dodatkowe ubezpieczenie 

życiowe opiera się na aktuarialnej zasadzie równoważności. To znaczy:
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Przypomnijmy, że chcemy otrzymywać emeryturę w wysokości E. Składki w wysokości P płacone 

co roku przez okres n lat. Ubezpieczenie dla x latka. Zatem składki płacone będą przez następne n 

lat, a nasze benefity to odroczona o n lat emerytura w wysokości E na rok oraz wypłacenie ewentual-
nego ubezpieczenia w razie przedwczesnej śmierci. Ubezpieczenie to wypłaca sumę wpłaconych 

składek do czasu śmierci przemnożoną przez współczynnik α ∈ [0,1] (zauważmy, że gdy α = 0 to 

rozważamy policzenie składki tylko na świadczenie emerytalne). Mamy zatem:

P ·äx :n =E ·n äx + (IA)x:n
1 ·α ·P.

Stąd dostajemy wzór na składkę:

 P = E n �x

�x �n-(��)x�n
� ·α

����������������������

Aby ułatwić obliczenia wszystkich wartości aktuarialnych skorzystamy z funkcji komutacyjnych i 
tablic trwania życia.

Dx := vx lx

Cx := vx+1 dx

Mx := ∑k=0
∞ Cx+k

Rx := ∑k=0
∞ Mx+k

Nx := ∑k=0
∞ Dx+k
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äx :n =
Nx-Nx+n
Dx

n äx =
Nx+n
Dx

(IA)x:n
1 =

Rx-Rx+n-n·Mx+n
Dx
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(* ��� = ������[����������������������������������������

{���������������[��{�������}]��}]� *)

(*������ ������ ����� �������� � ����� � *)

��� = {������ ����� ����� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
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������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

������� ������� ������� ������� ������ ������ ������ ������ ������ �����}�
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��[���� === ���������� {�� = ���� �� = ���}� {�� = ���� �� = ���}]�

� = � / (� + ���)� (*��� - ���������� ����� ��������������*)

(* �� ���������� ������� ������������� *)

�� = �����[��� ��[[� + �]]� {�� �� ������[��] - �}]�

(*�� ���������� ��� �����!!!!!!*)

�� = �����[��(� + �) (��[[� + �]] - ��[[� + �]])� {�� �� ������[��] - �}]�

�� = �����[���[��[[�]]� {�� �� ������[��]}]� {�� �� ������[��]}]�

�� = �����[���[��[[�]]� {�� �� ������[��]}]� {�� �� ������[��]}]�
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(* �� ���������� �������� ������������� *)

���[�_� �_] �= (��[[� + �]] - ��[[� + � + �]]) / ��[[� + �]]�

(* � (�����) ������ ����� ��� � ���� �����*)

���[�_� �_] �= ��[[� + � + �]] / ��[[� + �]]�

(*����� ��� � ���� ����� ��������� � � (�����) ���*)

����[�_� �_] �= (��[[� + �]] - ��[[� + � + �]] - � * ��[[� + � + �]]) / (��[[� + �]])�

(*������ ��������� �� ������������

�������� ���������� �� ������ ���� �������*)

(* �� ���������� �������� *)

������� = �� * ���[����� �����]  ���[����� �����] - ����� ����[����� �����]�
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(* �� ������ ������������� *)

���� {������[{
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�� � �� �)� ������ ������ ��������� �� ������� ������

���� �� �������� ������� α� �� ������������� -> ������]�

�����[� �� ��]�

����@���[{�����[����� ����������� ����� ����������������� ��]}]�
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����@���[{������ �� ����}]�

����@���[{����� ��������������� �� ����}]�

����@���[{������ �������������� �� ��������������[ �����]}]�

����@���[{ ����������� �������� �������� ����������� ������������� ��

��������������[ ��]� � ���}]�

����@���[{����������� ����� ��������������� �� ��� * ��� � �%�}]�

����@���[{�� ���������� ��������������� ��

��[������������� ⩵ ������ ������ �����]}]�

����@���[{������������� α � �� ����� * ��� �%�}]�

����@���[{� �}]�

����@

���[{�����[���� ���������� ������� �������� �������� �������� ��� ��

���� ������� �� ��]� �����[�����[

�������� ����]� ��� ����� ���]� �����[� ���� ��� ����� ���]}]

}]}�

{�����[� �� ��]}�

{�����[��������� ���� �������� �� ��� ��������� → ���� ���������� → ����]}�

{�����[��������� ������� �������� ���� � ������� ����������� � ����������

������������ ����������� ������������� � ������� ��������

�������� ���������� ����������� �������������� ���������

�� �������� ������� ���� ��� ������ �������� � �����

���� ������� ��������������� �������� �� �������� ������

������������� ���������� ������������� → ������]}�

{�����[� �� ��]}�

���[�_] �= ��� ⩵ �� �� ��[[���� + � + �]]  ��[[���� + �]]�

(*������������������ ������� ��������� ��� ����� ����� � ����� ������*)

����� = {�����[�� ����]� �����[�� {�� �� ��� - ����}]} // ��������

(*����� ����������� ��� ���������� ��������� -

�������� �������� ���� ����� ���� ���� �� ��

������� �������� �� ������ ��������� �� � �� ���-

���� �������� ������ �������������������

�� ����� � ����� ������ �������� �������� � ���*)
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{����[������������[��� /@ ������ ��������� → {���� ���}�

��������� → {{�� ���}� {�� �}}� ����� → ����� ���������� →
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����������
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