
������� ����������[������������������[]� ����������� → ��������]

�����������������������������
���������������
����������������������
�������������������������������������������
�������������������
���������������������

���������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������
�����������������������



��������
Najprostszy model epidemiologiczny to model typu SI. W modelu tym opisujemy infekcję, na którą 

osobniki rozważanej populacji nie uodparniają się. Wyróżniamy tylko dwie grupy - osoby zdrowe i 
osoby chore. Niech S(t) oznacza część populacji, która jest zdrowa, natomiast niech I(t) oznacza 

część populacji, która jest chora. Budując model, postulujemy, że

◼ wszystkie nowo narodzone osobniki są zdrowe, infekcja rozprzestrzenia się poziomo w populacji, 
nie ma transmisji pionowej;

◼ infekcja rozprzestrzenia się przez kontakt między osobnikami podatnymi i chorymi;

◼ kontakty między osobnikami są losowe, ich liczba jest proporcjonalna do liczebności 
poszczególnych klas osobników;

◼ po przebyciu infekcji osobniki zdrowieją i wracają do grupy podatnych.

Przy tych założeniach, skalując wielkość populacji do 1, otrzymujemy układ dwóch równań:
(1) S’ = μ - β I S + γ I - μ S, 
(2) I’ = β I S- γ I -μ I,
gdzie: 
• S, I - proporcje osób podatnych i chorych w populacji, S + I = 1,
• μ - współczynnik rozrodczości/śmiertelności,
•  β-  współczynnik kontaktów/zakaźności, który odzwierciedla część kontaktów prowadzących do 

zachorowania,
•  γ współczynnik wyzdrowień, 1/γ odzwierciedla średni czas trwania infekcji.

�������
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Oznaczmy R0= 
β

γ+μ
. Współczynnik R0 nazywamy podstawowym progiem odnowienia dla danej 

infekcji. JeżeliR0 ⩽ 1, to (S, I) → (1, 0) dla t → ∞, czyli infekcja wygasa i populacja wraca do normal-

nego stanu. Jeżeli R0 > 1, to (S, I) ⟶ 
1
R0
, 1 - 1

R0
  dla t → ∞, czyli infekcja nie wygasa - ustala się 

stan epidemii. Dynamikę epidemii modeluje się za pomocą portretu fazowego, który przedstawia 

zależność rozwiązań układu równań opisującego modelu.  W kodzie zagęszczenie (w kolejnych 

częściach projektu - liczebność) populacji osób zainfekowanych oznacza się przez J zamiast I.
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������� ����������[

����[ (* ������� ����� �������� �������� ����������

����� �������� �������� ����� �������� ����*)

����������[{μ - β * � * � + γ * � - μ * �� β * � * � - γ * � - μ * �}� {�� �� �}�

{�� �� �}� �������������� → ��������[{�� �}� � + � ≤ �]�

������������������� → ���� ���������� → {�� �}]�

(* �������� ������*) ����[{(μ * � - μ) / (-β * � + γ)� �����}� {�� �� �}�

��������� → ���������� ��������� → {������ ����}]�

(* ������ ������ ������� �+�≤� *) ����[� - �� {�� �� �}�

��������� → ���������� ��������� → {������ ������}]�

��������������[{(γ + μ) / β� �}� {�� �� �}� ��������� → {����� ������}� ����� → ����]�

(* ������������ ��� �������� �������� *)

��[β / (γ + μ) ≤ �� ��������[����[��������� ���������� {�� �}� {�� �}]]�

��������[����[��������� ��� ���������� {�� �}� {�� �}]]]�

(* ����� ��������� *) ��������[

{����� ���������[����]� �����[

{�� �} /� ������[μ - β * � * � + γ * � - μ * � ⩵ � �� β * � * � - γ * � - μ * � ⩵ �� {�� �}]

] }

]

]

� {μ� ������� �}� {β� ������� �}� {γ� ������� �}� ��������������� → ����]

�������
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Kiedy znane są wartości wszystkich parametrów opisujących model epidemiologiczny oraz wartości 
początkowe funkcji, czyli liczba osobników chorych i zainfekowanych, można przeprowadzić symu-
lację modelu za pomocą modelu dyskretnego, przy użyciu na przykład dyskretyzacji metodą Eulera.  
W symulacji użyto zmodyfikowanego modelu opisanego równaniami różniczkowymi: 
(1) S’ = λ - β I S + γ I - δ S, (2) I’ = β I S- γ I -δ I - α I ,
gdzie λ - stały napływ osobników do populacji, δ - współczynnik śmiertelności naturalnej, α- 
współczynnik śmiertelności związanej z chorobą, Dzięki zmianom opis dynamiki populacji jest 
bardziej realistyczny. W symulacji uwzględniono górny i dolny próg liczebności populacji, dzięki 
czemu można sprawdzać, w którym momencie populacja może wyginąć powodu epidemii lub kiedy 
nastąpi przeludnienie - jeżeli założymy brak infekcji.
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����������[ (* ���� �������� �� ���������� ������ ���� �������� � �������� ��������

��������� ���� � �������������� �� ���������� � ��������� ������ ��������� *)

����������� = �������������[ {���[�� �����[ ������ + (� - ��) * #[[�]] -

���� * #[[�]] * #[[�]] / (#[[�]] + #[[�]]) + ����� * #[[�]] ]]� ���[�� �����[

���� * #[[�]] * #[[�]] / (#[[�]] + #[[�]]) + (� - (�� + �� + �����)) * #[[�]]]]} ��

{��� ��}� �� > (#[[�]] + #[[�]]) > ���� �� �� �����] �

(* ��������� ������ � ���� ��������� ������� �������� *)

�����[�����������[[�]][[�]]� {�� �� ������[�����������]}]�

(* ��� �������� ����� ��������� ���� ��������� ����� ��������� ���� ������� *)

������ = ��������[

{�������[�����[�����������[[�]][[�]]� {�� �� ������[�����������]}]� ��������]�

�������[ �����[�����������[[�]][[�]]� {�� �� ������[�����������]}]� ��������]}�

������ → ����� ��������� → ���]�

(* ������������� ��������� ����� ��������� � ����������� ������������ *)

{{��� ���� ������� ���������}� ��� ���� �}�

{{��� ���� ������� ��������}� ��� ���� �}� {{������� �� ����������}� �� ��� �}�

{{��� ����� �������� ������}� ���� ����� �}�

{{����� �� �������� ������}� �� ���� �}� {{������ ��� ������ ����������}� �� ���� �}�

{{��� ������ ������������� ������������� �����������}� ������ ����}�

{{������ ������ ������������� �������������}� ������ �����}�

{{����� ������ ������������� �����������}� ������ �����}�

{{��� ������ ������������� ������������� �������� � ��������}� ������ �����}�

��������������� → ����]
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Współczynnik transmisji, oznaczany przez β, jest definiowany jako stopień, z jakim następuje 

przeniesienie czynnika chorobotwórczego z osób zainfekowanych na osoby zdrowe, podatne na 

choroby. Współczynnik ten zależny między innymi od liczebności osób zdrowych i zainfekowanych 

w populacji, dlatego nie można określić stałej wartości współczynniki dla określonej choroby. 
Współczynnik należy oszacować dla poszczególnego zestawu danych. W programie estymowana 

jest wartość współczynnika transmisji dla określonych liczb osób zdrowych i chorych. Wielkość 
populacji jest stała, liczebności grupy osób zdrowych w danym czasie są wygenerowane losowo. 
Dla poszczególnych wartość β z przedziału [0,1] przeprowadzana jest symulacja modelu dla 

początkowych wielkości subpopulacji osób chorych i zdrowych, następnie obliczany jest kwadrat 
różnicy liczby osób zdrowych wyznaczonej symulacją i liczby osób zdrowych wygenerowanej 
losowo w czasie t, wszystkie różnice są zsumowane. Nie wyznacza się kwadratów różnic dla subpop-
ulacji osób chorych, gdyż ze stałości liczebności populacji wynika, że liczba osób chorych jest 
zależna od liczby osób zdrowych. Na końcu wybiera się tę wartość β , dla których suma kwadratów 

różnic jest najmniejsza.

������� �� = �������������[���� ��]�

�� = �����[��� - ��[[�]]� {�� �� ��}]�

� = ����

� = ������[��]� ����������[ �� = �����[�� {�� �� �}� {�� �� �}]�

�� = �����[�� {�� �� �}� {�� �� �}]� ����� = �����[� / �� {�� �� �}]�

���[� = �� � < � + �� �++� ��[[�]][[�]] = ��[[�]]� ��[[�]][[�]] = ��[[�]] �]

����� = ��[[�]][[�]] + ��[[�]][[�]]�

���[� = �� � < � + �� �++� ���[� = �� � < � + �� �++�

��[[�]][[�]] = �����[��[[�]][[� - �]] + (�����) * �� - �����[[�]] * ��[[�]][[� - �]] *

��[[�]][[� - �]] / ����� + ����� * ��[[�]][[� - �]] - �� * ��[[�]][[� - �]]]�

��[[�]][[�]] = �����[����� - ��[[�]][[�]]]�

��[��[[�]][[�]] < �� ��[[�]][[�]] = �]� ]]

�������� = �����[�� {�� �� �}� {�� �� �}]�

���[� = �� � < � + �� �++�

���[� = �� � < � + �� �++� ��������[[�]][[�]] = �����[��[[�]] - ��[[�]][[�]]� �]�]]

���� = �����[�� {�� �� �}]�

���[� = �� � < � + �� �++�

���[� = �� � < � + �� �++� ����[[�]] = ����[[�]] + ��������[[�]][[�]]� ]]

�������[��������[����� ���[����]]][[�]]�

������� = �[�����[[�������[��������[����� ���[����]]][[�]]]]]�

����[{{������ ���������� ��}� {������ ��������� ��}� {������� �������}}� ����� → ���]�

{������ ������ �}� {��� ������ �}� ������������������� → ������ ��������������� → ����]

�������

�����

��

�����
����� �������� {��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��}
����� ������� {��� ��� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��}
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