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Opis projektu

Ponizszy projekt to kalkulator, ktory pozwala w szybki sposéb policzy¢ sktadke NETTO na przyszte
Swiadczenie emerytalne wyptacane raz do roku. Sktadka ptacona jest raz do roku. Aby poznac¢
wysokos¢ skfadki nalezy podaé dane dotyczace PLCI i WIEKU ubezpieczonego, OKRES wptacania
sktadek oraz oczekiwang WYSOKOSC emerytury. Kalkulator moze uwzglednié takze

DODATKOWE ubezpieczenie na zycie. Benefit ten jest wyptacany rodzinie w razie smierci ubezpiec-
zonego przed osiggnieciem wieku emerytalnego. Wysokos$¢ dodatkowego swiadczenia to suma
wptaconych sktadek do momentu $mierci przemnozona przez wspétczynnik a (z przedziatu od 0 do

1).

Teoria i wzory :

Naszym zadaniem jest znalezienie wysokosci sktadki P, ptaconej raz do roku przez okres n lat, na
Swiadczenie emerytalne w wysokosci E, dla osoby okreslonej ptci w wieku x. W tym celu wprowadz-
imy kilka definicji i wzoréw pomocnych w rozwigzaniu problemu.

|. Elementy teorii oprocentowania

- Efektywna stopa oprocentowania i
Jesli dzi$ zatoze lokate bankowg w wysokosci ko, to po roku otrzymam ki=ky (1 + ).

4
1+i

- Czynnik dyskontujgcy v =
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2. Elementy modelu demograficznego

a) Podstawowe oznaczenia i zwigzki

- tpx prawdopodobienstwo, ze noworodek dozyje wieku x + { pod warunkiem, ze przezyt x lat

- 1qx prawdopodobienstwo, ze noworodek umrze przed osiggnieciem wieku x + t pod warunkiem, ze
przezyje x lat

Oczywiscie zachodzi réwnosé: 1py + 1qx = 1.

Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego mamy, ze py = ss’((;; , gdzie s(x) praw-

dopodobienstwo, ze noworodek przezyje x lat.

b) Tablice trwania zycia

Aktualne tablice trwania zycia w Polsce mozna znalez¢ na stronie: http://stat.gov.pl/obszary-tematy-
czne/ludnosc/trwanie-zycia.

Informacje, ktére znajdujg sie w tablicach, sg niezbedne podczas obliczania sktadki:

- Iy przecietna liczba oséb dozywajgcych wieku x sposréd poczatkowej liczby Iy = 100 000 noworod-
kow.

Zauwazmy, ze S(x) = ;‘0‘
-dy przecietna ilos¢ zgondéw w przedziale wieku od x do x + 1.

3. Renty zyciowe
a) Renta zyciowa czasowa

Renta zyciowa n letnia polega na dokonywaniu wptaty 1 na poczatku kazdego roku przez kolejnych
n lat. Osoba x letnia dokonuje pierwszej wptaty natychmiast, a ostatniej (EWENTUALNIE - istnieje
mozliwos¢ przedwczesnej Smierci) w wieku x + n - 1. Wzér na rente zyciowg czasowg to:

n-1
ayn= 2 v k Px -
k=0

b) Renta zyciowa bezterminowa odroczona

Przyktadem takiej renty jest emerytura. Aktywny zawodowo x latek otrzymuje obietnice regularnych
corocznych swiadczen w wysokosci 1, ktére bedg mu wyptacane poczgwszy od wieku x + n az do
konca zycia (moze sie zdarzy¢, ze obecna wartos¢ przysztych swiadczeh emerytalnych wyniesie 0 -
gdy pracownik nie dozyje wieku x + n). Wzor na warto$¢ oczekiwang obecnej wartosci renty
zyciowej bezterminowej odroczonej o n lat to:

n|éx =k§nd k Px -

4. Polisa terminowa ze swiadczeniem ROSNACYM wyptacanym na koniec
roku smierci
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Jesli waznos¢ ubezpieczenia wynosi n lat to w przypadku $mierci w pierwszym roku waznosci
polisy, swiadczenie wyniesie 1, jesli Smier¢ nastgpi w k-tym roku po zawarciu umowy (k< n) to
Swiadczenie wyniesie k + 1. Wreszcie jesli Smier¢ nastapi w okresie n—1 do n po zawarciu umowy
to Swiadczenie wyniesie n.

Wz6r na jednorazowg sktadke netto na ubezpieczenie terminowe na n lat ze $wiadczeniem rosna-
cym to:

n-1
(1A, = z (1 +k) VX i Px Qxak-

5. Actuarial Equivalence Principle

Metoda policzenia skfadki na przyszte swiadczenie emerytalne plus dodatkowe ubezpieczenie
zyciowe opiera sie na aktuarialnej zasadzie réwnowaznosci. To znaczy:

WARTOSC OCZEKIWANIA OBECNE] WARTOSCI SKEADEK =
WARTOSC OCZEKIWANA OBECNE] WARTOSCI KORZYSCI

Przypomnijmy, ze chcemy otrzymywac emeryture w wysokosci E. Skfadki w wysokos$ci P ptacone

co roku przez okres n lat. Ubezpieczenie dla x latka. Zatem sktadki ptacone beda przez nastepne n
lat, a nasze benefity to odroczona o n lat emerytura w wysokos$ci E na rok oraz wypfacenie ewentual-
nego ubezpieczenia w razie przedwczesnej Smierci. Ubezpieczenie to wyptaca sume wptaconych
skfadek do czasu $mierci przemnozong przez wspoétczynnik a e [0,1] (zauwazmy, ze gdy a=0 to
rozwazamy policzenie skfadki tylko na Swiadczenie emerytalne). Mamy zatem:

P-ay.n= E'n|éx + (IA);:n'a'P'
Stad dostajemy wzor na sktadke:

p—f—o&
aen—(A)] -a

xn

6. Funkcje komutacyjne

Aby utatwi¢ obliczenia wszystkich wartosci aktuarialnych skorzystamy z funkcji komutacyjnych i
tablic trwania zycia.

Dy =Vl
Cy:=v*d,
My = 330 Cxsk
Ry 1= 270 Mx+k

Nx = Z;o:O Dx+k
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.. Ny— Ny,
Ax:n = XDXXH
A - Nx+n

n|ax - Dx

1 _ ReReg=n'M
(IA)X.n = X X+BX X+n

Program :

In[1]:=
(*Zmienne modelujace sytuacje:
a) plec - okreSla pleé ubezpieczonego.
b) wiek - okreSla wiek ubezpieczonego.
c) okres -
dlugosSé placenia skladek oraz termin ubezpieczenia.
d) tso - techniczna stopa oprocentowania.
e) alpha -
wspéiczynnik z przedziaiu [0,1] méwigcy o beneficie wyplacanym
rodzinie w przypadku wczeSniejszej Smierci ubezpieczonego.
f) em - wysoko$Sé emerytury,
jaka chcialby otrzymywaé ubezpieczony.

*)
Manipulate[
(*» 1. Deklaracja tablic 1lx i dx oddzielnie dla mezczyzn i kobietx)

(* lxm =Import["C:\\Users\\Zuza\\Desktop\\tablice.x1ls",
{"Data",26,Table[i,{i,5,105}],3}]; *)
(* liczba dozywajacych mezczyzn w wieku x spoSréd 1p=100000 noworodkéwsx)

1xm = {100000.", 99560.", 99528.", 99508.", 99494.", 99484.", 99475.",
99466., 99458.°, 99449.", 99439.", 99427., 99414.~, 99398.",

99381.7, 99359.7, 99332.7, 99295.7, 99242.7, 99174.7, 99091.",
98999.%, 98905.~, 98812.~, 98718.", 98623.", 98525.", 98423.", 98319.",
98213.%, 98104.7, 97989.°, 97867.", 97738.~, 97601.", 97453.", 97293."°,
97121.%, 96935.°, 96733.", 96512., 96271.~, 96005.~, 95712.", 95389.",
95033.%, 94639.7, 94204.°, 93725.°, 93197.°, 92618.°, 91982.", 91286.",
90526.7, 89697.", 88796.", 87818.", 86760.", 85619.", 84391.", 83075.",
81668.°, 80169., 78580.~, 76901.", 75134.~, 73284.", 71352.", 69343.",
67259.°, 65102.°, 62872.", 60570., 58193.~, 55738.~, 53202.", 50583.",
47880.°, 45097.°, 42239.°, 39320.°, 36356.", 33370.", 30386.", 27435.",
24545.%, 21747.", 19067.°, 16532.", 14162.7, 11975.°, 9986.", 8200.",
6624.°, 5257.°, 4093., 3124.%, 2333.>, 1702.°, 1212.°, 840."};

(* dxm = Import["C:\\Users\\Zuza\\Desktop\\tablice.x1ls",
{"Data",26,Table[i,{i,5,105}],5}]; *)
(*liczba zgonéw wSréd mezczyzn w wieku x *)

dxm = {440.°,31.°,21.°,13.%,10.°,9.°,9.,9.°,9.>,10.>, 11.~, 13.°,
15.%, 18.°,21.~,27.°, 38.>,52.~,69.>, 83.>,92.~,94.%, 94.>, 93.°,
95.%, 98.°, 102.%, 104.°, 106.7, 109.°, 115., 121.~, 129.~, 138.", 148.",
159.°, 172.%, 186., 202.~, 221.~, 242.°, 266.~, 293.~, 323.>, 357.",
394.°, 435.°, 479.~, 527.°, 580.~, 636.", 696.~, 760.~, 829.~, 901.",
978., 1058.°, 1141.°, 1228.°, 1317.>, 1407.~, 1498.~, 1589., 1679.",
1766.°, 1851., 1932.°, 2009.~, 2084.", 2157.°, 2229.", 2302.", 2377.",
2455.%, 2536.°, 2619.", 2703.~, 2784.", 2857.°, 2919.°, 2964.", 2987.",
2983.%, 2951., 2890., 2798.", 2680.", 2535.", 2370.", 2187.", 1989.",
1786.%, 1576.°, 1367.", 1163.~, 970.~, 791.", 631.", 490.", 371.", 274."};
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(* 1xk = Import["C:\\Users\\Zuza\\Desktop\\tablice.xls",
{"Data",26,Table[i, {1,106,206}],3}] ; =*)

(* liczba dozywajacych kobiet *)

1xk = {100000.", 99638.", 99611.", 99594.", 99584.", 99577.", 99570.",
99562.7, 99554.7, 99545.7, 99536.~, 99527.°, 99517.°, 99506.",
99493.7, 99478.7, 99461.7, 99442., 99422.7, 99400.", 99376. ",
99352., 99328., 99305.>, 99282.%, 99261. >, 99240.°, 99219.°, 99197.",
99173.7, 99146.7, 99117.°, 99084.°, 99049.°, 99010.°, 98967.", 98919."°,
98866.", 98807., 98742.~, 98668.", 98585.~, 98493.", 98389.", 98272.",
98141.%, 97994.", 97830.7, 97647.", 97443.~, 97216.", 96965., 96688. ",
96381., 96041., 95667.~, 95254.~, 94799.>, 94299.°, 93752.~, 93153.",
92501.%, 91793.7, 91028.~, 90202.", 89316.", 88366.", 87351.", 86268.",
85114.%, 83885.~, 82574.~, 81172.", 79667., 78044.", 76285.", 74369.",
72274.%, 69979., 67465.~, 64720.~, 61735.~, 58514. >, 55068.", 51420.",
47603., 43656.~, 39628.~, 35572.~, 31546. >, 27607.", 23816.", 20222.",
16879.°, 13828.~, 11104.~, 8725.~, 6698.", 5014., 3654.", 2587."};

(* dxk=Import["C:\\Users\\Zuza\\Desktop\\tablice.xls",
{"Data",26,Table[i, {i,106,206}],5}]; *)

(*# liczba zgonéw kobiet w wieku x =*)

dxk = {362.%,27.~,17.°,10.°,7.~,7.>,8.°,9.°,9.,9.~,9.°,9.%,11., 13.",
15.°, 17.°, 19.%, 20.°, 22.°, 23.>, 24.~, 24.°,23.°,22.>,21.~, 21.°, 21.°,
22.°,24.%,27.°,29.°,32.~,35.~,39.°,43.°,48.>, 53.>,59.>, 66.°, 74.°,
83.%,93.°,104., 117.°, 131.~, 147., 164.7, 183.°, 204.", 226.7, 251.°,
278.°, 307.°, 339.°, 375.~, 413.°, 455.°, 500.~, 548.~, 599., 652.7, 708.",
766.>, 825.°, 887.°, 950.~, 1015.°, 1083.", 1154.°, 1229.°, 1311.°, 1402.",
1505.°, 1623.~, 1759.°, 1916.~, 2095.°, 2295.~, 2513.°, 2746.", 2985.°, 3221.°,
3446.°, 3648.°, 3818.", 3947.°, 4028.", 4055.°, 4026., 3939.°, 3792.°, 3593."°,
3344.°, 3050.°, 2724.%, 2379.°, 2027.", 1684.°, 1360.~, 1067.~, 811."};

(* CZY Z UBEZPIECZENIEM x)
If [ubezpieczenie == False, alpha =0];
(*WYBOR PLCIx)
If[plec === "Kobieta", {l1x = 1xk, dx = dxk}, {1x = 1xm, dx = dxm}];
v=1/(1+tso); (*tso - techniczna stopa oprocentowaniax)
(# 2. Deklaracja funkcji komutacyjnych %)

Dx = Table[v"x 1x[[x+1]], {x, O, Length[1lx] -1}];

Cx = Table[v”™ (x+1) (1x[[x+1]]-1x[[x+2]]), {x, O, Length[1lx] -2}];

Nx = Table[Sum[Dx[[k]], {k, x, Length[Dx]}], {x, 1, Length[Dx]}];
Mx = Table[Sum[Cx[[k]], {k, x, Length[Cx]}], {x, 1, Length[Cx]}];
Rx = Table[Sum[Mx[[k]], {k, x, Length[Mx]}], {x, 1, Length[Mx]}];

(*# 3. Deklaracja wartoSci aktuarialnych =)

axn[x_, n_] := (NX[[x+1]] -Nx[[x+1+n]]) /Dx[[x+1]];
(* n (okres) letnia renta dla x (wiek) latkax)
nax[x_, n_] :=Nx[[x+1+n]]/Dx[[x+1]];
(*renta dla x (wiek) latka odroczona o n (okres) lats)
IAxn[x_, n_] s= (Rx[[x+1]] -Rx[[x+1+n]] - n « Mx[[x+1+n]])/ (Dx[[x+1]]);
(xPolisa terminowa ze Swiadczeniem
rosnacym wyptacanym na koniec roku Smiercix)

(*# 4. Wyliczenie skladki: x)

skladka = em* nax[wiek, okres] / (axn [wiek, okres] - alpha IAxn[wiek, okres]);
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(* 5. Wyglad demonstracji: =*)
Grid[{{Column[{
Style["Kalkulator skladki na Swiadczenie emerytalne:", 30, Black, Bold],
Style[" ", 20],
Style["Ponizszy kalkulator pozwala w szybki sposéb policzyé sktadke na
przyszle Swiadczenie emerytalne wyplacane raz do roku.
Wystarczy podaé dane dotyczace pici i wieku ubezpieczonego
(w przedziale od 18 do 70 lat), okres wpiacania
sktadek (maksymalnie 99 minus wiek ubezpieczonego) -
uiszczanych raz do roku, oraz oczekiwang wysokoSé
emerytury (maksymalnie 100000 rocznie). Kalkulator moze
uwzglednié takze dodatkowe ubezpieczenie. Benefit ten
jest wyptacany rodzinie w razie Smierci ubezpieczonego
przed osiagnieciem wieku emerytalnego. WysokosSé
dodatkowego Swiadczenia to suma dotychczas wplaconych
skladek przemnozona przez wspdéilczynnik a (z przedzialu
od 0 do 1). Nalezy jednak pamietaé, ze skladka roSnie
wraz ze wzrostem poziomu a. ", TextAlignment -> Center],
Style[" ", 35],
Text@Row[ {Style["Dane wprowadzone przez ubezpieczonego:", 18]1}],
Text@Row[{" "}1,
Text@Row[{"Peé: ", plec}],
Text@Row|[ {"Wiek ubezpieczonego: ", wiek}],
Text@Row[ { "Okres ubezpieczenia: ", AccountingForm[ okres]}],
Text @Row[{ "Oczekiwana wysokoSé rocznego Swiadczenia emerytalnego: ",
AccountingForm[ em], " z1"}],
Text@Row|[ {"Techniczna stopa oprocentowania: ", tso* 100, "%"}],
Text@Row[{"Z dodatkowym ubezpieczeniem: ",
If [ubezpieczenie == False, "nie", "tak"]}],

Text@Row|[ {"Wspéiczynnik a : ", alpha * 100 "%"}],
Text@Row[{" "}],
Texte

Row[{Style["Dla powyzszych danych, wysokoS¢é skladki, placonej raz na
rok, wynosi: ", 18], Style[Round]|
skladka, 0.01], 30, Bold, Red], Style[" zi", 30, Bold, Red] }]

3},
{style[" ", 45]},

{Sstyle["Dlaczego taka skladka? ", 18, FontColor » Red, FontWeight - Bold]},
{Style["WysokoS§¢é skladki zwigzana jest z wieloma czynnikami: z wysokosScig
oczekiwanego Swiadczenia emerytalnego, z okresem ptacenia
sktladek, wysokoScig dodatkowego ubezpieczenia. Zauwazmy,
ze wysokoSé skladki jest tez SciSle zwiagzana z picia
oraz wiekiem ubezpieczonego. Zjawisko to tlumaczy wykres
przedstawiony ponizej:", TextAlignment - Center]},
{style[" ", 45]},

tpx[t_] := If[t =0, 0, lx[[wiek+1+t]] /1x[[wiek+1]]];
(*prawdopodobienstwo dozycia kolejnych lat przez osobe w wieku 'wiek'x)
lista = {Table[0, wiek], Table[i, {i, 1, 100 -wiek}]} // Flatten;

(#*lista deklarowana dla utatwienia rysowania -

pierwsze elementy (taka ilo§é jaka wiek) to O,
kolejne elementy to liczby catkowite od 1 do 100-

wiek (bgdziemy liczyé prawdopodobiefstwo,

ze osoba w wieku 'wiek' przezyje nastepne t latx)
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{Show[ListLinePlot[tpx /@ lista, ImageSize -» {500, 320},
PlotRange -» {{1, 100}, {0, 1}}, Frame » True, FrameLabel -
{style["Wiek", 15], Style["Prawdopodobieistwo przezycia", 15]},
PlotStyle -» Red, Filling -» Axis, GridLines - Automatic,
PlotLegends -» {"Dalsze trwanie zycia osoby w danym wieku "}],
ListLinePlot[lx[[Range[100] +1]] /1x[[1]],
ImageSize -» {500, 320}, PlotStyle -» Blue, Filling - Axis,
PlotLegends -» {"Rozklad trwania zycia noworodka"}],
PlotLabel - Style["Rozktad trwania zycia", 20]]}
(*pierwszy wykred dla osoby w danym wieku,
drugi wykres dla noworodkax)

Ho

(# 6. Sterowanie kalkulatorem )

Delimiter,

non
4

Delimiter,

Style["WprowadZz dane:", 18, FontColor -» Red, FontWeight - Bold],

non
4

Style["Pola obowiazkowe:", 13, Bold],
{{plec, "Kobieta", "Plec¢:"}, {"Kobieta", "Mezczyzna"}},
{{wiek, 35, "Wiek:"}, 18, 70, 1, ImageSize -» Small, Appearance -» "Labeled"},
{{okres, 30, "Okres ubezpieczenia: "}, 1,
99 -wiek, 1, ImageSize » Small, Appearance -» "Labeled"},
{{em, 12000, "Oczekiwana wysokoSé Swiadczenia emerytalnego: "},
0, 100000, 500, ImageSize » Small, Appearance - "Labeled"},
{{tso, 0.03, "Techniczna stopa oprocentowania: "}, 0, 0.25,
0.005, ImageSize » Small, Appearance -» "Labeled"},
Delimiter,
Style["Pola opcjonalne:", 13, Bold],
{{ubezpieczenie, False, "Dodatkowe ubezpieczenie:"}, {True, False}},
{{alpha, 0, "Wspéiczynnik a"}, 0, 1,
0.001, ImageSize -» Small, Appearance -» "Labeled"},
TrackedSymbols » True, ControlPlacement » Left, SaveDefinitions -» True
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Wprowadz dane:
Pola obowigzkowe:

Plec: | Kobieta ~Mezczyzna
Wiek: ::::D::::::::
Okres ubezpieczenia: :D:
Oczekiwana wysoko$¢ $wiadczenia emerytalnego: :O:
Techniczna stopa oprocentowania: .:O:

Pola opcjonalne:

Dodatkowe ubezpieczenie: D

Wspétczynnik a @:,

Out[1]=
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