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Opis problemu

Zatozenia projektu

Celem projektu jest stworzenie interaktywnej wizualizacji fraktali wraz z obliczaniem ich wymiaru
Hausdorffa. Dostepna jest pewna klasa fraktali, ktére tworzone sg na dwuwymiarowe;j siatce
kwadratéw przez wyswietlanie kolejnych iteracji. Podajgc odpowiednie parametry mozna generowaé
zarowno znane fraktale jak i wiele innych. Program wyswietla pierwsze iteracje oraz podaje
doktadny i przyblizony wymiar Hausdorffa zbioréw granicznych.

Do funkcjonalnosci programu nalezy takze sprawdzanie poprawnosci danych wejsciowych i zas-
tosowanie ewentualnych poprawek. Wizualizacja zawiera kilka efektow, w tym animacje przybliza-
nia wybranego fragmentu fraktala.

Projekt moze by¢ wykorzystywany do popularyzacji matematyki i tematyki zwigzanej z fraktalami, a
ponadto przydatny w nauce do badania podstawowych wiasnosci fraktali i zwigzanego z nimi
wymiaru Hausdorffa.
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Czym sa fraktale?

Fraktale to obiekty matematyczne o bardzo niezwyklych cechach. Typowo, méwigc “fraktal”, mamy
na mysli zbiér punktéw w R", ktéry cechuije:

- nieskonczenie bogata budowa: dowolne przyblizenie czesci fraktala tez jest fraktalem i nie da sie
opisac typowg geometrig ani wyrazi¢ typowym réwnaniem,

- samo-podobienstwo: sktada sie z kilku (a zatem nieskonczenie wielu!) kopii samego siebie,

- wymiar Hausdorffa jest wiekszy niz wymiar topologiczny (do tego wymiar ten zwykle jest niecatkow-
ity!),

- jest zerowej miary w wymiarze n, lecz nieskonczonej w wymiarze n-1, mimo ze jest ograniczony.

Fraktale i inne dziwne, niegtadkie zbiory poczatkowo byly niedoceniane i traktowane jako swego
rodzaju matematyczne “patologie”, ktérymi nie warto sie zajmowaé. Uwazano, ze wszystko w
Swiecie mozna opisa¢ za pomocg gtadkich struktur, linii prostych, elips czy rownan algebraicznych.
Okoto potowy XIX wieku fraktale zaczety odgrywacé role w matematyce, lecz raczej jako pojedyncze
kontrprzyktady do znanych twierdzen, nikt natomiast nie prébowat stworzy¢ teorii fraktali. Duzo
zmienito sie okoto lat siedemdziesigtych XX wieku za sprawg francuskiego matematyka B. Mandel-
brota, ktéry to wtasnie ukut termin “fraktal” i dat podstawy wspétczesnej teorii fraktali. W niektérych
swoich pracach Mandelbrot pisat, ze Swiat ztozony jest wrecz z samych fraktali! Rzeczy takie jak
drzewiasta struktura roslin, uktadu krwiono$nego, nerwowego czy krwiono$nego zwierzat;
poszarpane szczyty gorskie, nieskonczenie zawite linie wybrzeza, delty rzek albo chmury, ptatki
$niegu, to wszystko do ztudzenia przypomina matematyczne fraktale!

Obecnie fraktale stanowig obiekt badan i majg wiele zastosowan takze w réznych dziedzinach nauk:
informatyce, biologii, fizyce, technice... Sprawdzajg sie w algorytmach kompresji danych i w gen-
erowaniu grafiki komputerowej w oparciu o bardzo proste, oszczedne pamigciowo algorytmy. Z
powodzeniem mozna uzywac ich do opisu réznych obiektdw w naukach przyrodniczych, ktére majg
samopodobng strukture. Wymiar Hausdorffa jest wowczas realnym parametrem, ktéry pozwala
zmierzy¢ na przyktad przepuszczalno$é materiatu (ropa przeciskajgca sie przez porowate skaty
przypominajgce gabke Mengera) czy wiasciwosci powierzchni (powierzchnia zardzewiatego metalu,
ktorej przekroj przypomina krzywg Kocha). Fraktale sg na tyle popularne, ze wkroczyly do wspétczes:
nej kultury. Samo ich oglgdanie i odkrywanie jest ciekawym zajeciem. Mozna to robic¢ dzieki licznym
programom do generowania fraktali. A jednym z takich programow jest niniejszy projekt!
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Czym jest wymiar Hausdorffa?

Jak juz wczesniej pisatem, fraktale zwykle majg zerowe lub nieskoficzone miary Lebesgue'a, a
wymiar topologiczny zdaje sie zaniza¢ ich wymiar, mimo ze sg tak skomplikowane. Istnieje jednak
dobry parametr, ktéry jest pewnym uogdélnieniem wymiaru topologicznego i dobrze nadaje sie do
opisu fraktali. Mowa o wymiarze Hausdorffa, ktéry dla regularnych zbioréw jest rbwnowazny z
wymiarem topologicznym, a dla fraktali przyjmuje wartosci rzeczywiste z przedziatu [0,n]. Wymiar
fraktala moze by¢ zatem niecatkowity (i zwykle taki jest)! O wymiarze Hausdorffa mozna myslec
jako o stopniu zapetnienia przestrzeni (czy tez odwrotnie o stopniu “dziurawosci” zbioru). Formalnie,
dla zbioru Fe R", s20, 6>0 zdefiniujemy miare Hausdorffa

HS¢52

5(F) := inf {32, | Ui|®:{Ui}jest 6 - pokryciem zbioru F}

Moéwigc prosciej, ustalamy 6 i s i pokrywamy zbiér F zbiorami o $rednicy nie wiekszej niz 6. Z
wszystkich takich pokry¢ wybieramy te, ktére minimalizujg wyrazenie 2, | U; | °.

Teraz zobaczmy co stanie sie, gdy bedziemy zbiega¢ z 6 do 0. Klasa mozliwych pokry¢ zbioru F
bedzie sie zmniejszac¢, zatem infimum bedzie rosng¢. Okazuje sie, ze wyrazenie bedzie zbiegac do
granicy H*:

H3(F) :=lims0 H3(F)

Wyrazenie to nazywa sie s-wymiarowg miarg Hausdorffa zbioru F i jest jednoznacznie okreslone dla
dowolnego zbioru. Przy tym miara ta przyjmuje wartos¢ stale « az do pewnego s, a powyzej tego s
wartos¢ 0 (i tylko w tym jednym punkcie moze by¢ skonczona i dodatnia). To graniczne s nazywamy
wiasnie wymiarem Hausdorffa dimy F:

dimy F:=inf{s: H°(F)=0}=sup {s: H°(F) = =}
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Jak bedziemy wyznacza¢ wymiar Hausdorffa?

Niestety, obliczanie wymiaru Hausdorffa, korzystajgc z
definicji, zwykle jest bardzo trudne. Na szczescie w projek-
cie rozpatrujemy tylko szczegdlng klase fraktali, dla ktére;
wyznaczenie wymiaru Hausdorffa bedzie znacznie prost-
sze, gdy skorzystamy z odpowiedniego twierdzenia.

Nasze fraktale powstawac bedg rekurencyjnie wewnatrz
kwadratu podzielonego na rowng siatke. W pierwszym
kroku wczytywana jest lista wspotrzednych i wielkosci
kwadratow, ktore zaznaczane sg na siatce. Kwadraty
mMog3g sie na siebie nachodzi¢ co najwyzej krawedzig lub
wierzchotkiem i nie mogg wystawac poza obszar ani poza
linie siatki, lecz mogg miec rozng wielkosc. Nastepnie

caty obraz jest skalowany i rysowany w kazdym z zaznac-
zonych kwadratow i tak dalej. Mozemy wiec méwi¢ o funkc
jach podobienstw s, ... s,:r2-r?, ktore to przeksztatcajg caty
zbior na jeden z mniejszych kwadratow, ze skalg
podobienstwa ¢. Formalnie, mozemy wowczas mowic o
naszym fraktalu jako o atraktorze uktadu iterowanych odw-
zorowan. Mozemy tez skorzystac z nastepujgcego
twierdzenia:

Twierdzenie:

Zatdézmy, ze podobienstwa s,ze skalami ¢ (dla 7<i=sm) spet-
niajg warunek otwartego zbioru*. Wowczas, jesli F jest
zbiorem niezmienniczym ze wzgledu na s, (spetniajgcym
F=um sA), to wymiar Hausdorffa gim,r jest skonczony i
zadany rozwigzaniem rownania sr,ct=1 ze wzgledu na
parametr t.

*Warunek otwartego zbioru zapewnia, ze obrazy
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podobienstw s, nie pokrywajg sie zbyt mocno. Dokfadnie,
mowi on, ze istnieje niepusty ograniczony zbior otwarty V,
taki ze V -ur s(v), przy czym suma jest roztgczna. W
naszym przypadku jako V wystarczy wzig¢ wnetrze
duzego kwadratu. Wowczas obrazy podobienstw zbioru
poczatkowego lezg we wnetrzach matych kwadratow,
ktore sg roztgczne i ktore w sumie zawierajg sie we
wnetrzu duzego kwadratu.
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Kod zrodtowy

Definicje zbiorow
Przyktadowe dane wejsciowe.
point = {{2, 2, 1}};
line = {{1, 1, 1}, {2, 2, 1}, {3, 3, 1}};
cantor = {{1, 2, 1}, {3, 2, 1}};
cantorDust = {{1, 1, 1}, {3, 1, 1}, {1, 3, 1}, {3, 3, 1}};

sCarpet = {{1, 1, 1}, {1, 2, 1}, {1, 3, 1},
{2,1, 1}, {2,3, 1}, {3,1, 1}, {3,2,1}, {3,3, 1}};

sTriangle = {{1, 1, 1}, {2, 1, 1}, {2, 2, 1}};

flowers = {{2, 1, 2}, {4, 2, 2}, {1, 3, 2},
{3, 4, 2}, {4,1, 1}, {1, 2, 1}, {2,5, 1}, {5, 4, 1}};

Definicje funkcji dotyczacych danych

Funkcja sprawdzajgca, czy dane wejsciowe pasujg do wzorca listy trojek. W razie braku zgodnosci
funkcja probuje poprawi¢ lub zresetowa¢ dane.

checkPattern[s_] := Module[{sl = s},
sl = If[MatchQ[sl, List[__]], sl, point];
For[i =1, i < Length[sl], i++,
If [MatchQ[s1[[i]], List[_Integer, _Integer, _Integer]] == False,
sl = Delete[sl, i]; i--, Nothing]
1; sl
1

Funkcja wytapujgca i usuwajgca z danych wejsciowych niezgodne z zatozeniami obiekty, czyli
kwadraty ktére nachodzg na inne lub wychodzg poza obszar.
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prepareInput[s_, d_] := Module[{sl =s,dl =d},
For[i =1, i <Length[sl], i++,
If[(si[[i, 1]] <1 ||s1l[[i, 1]]+s1[[i, 3]]>1+d1]]|
s1[[i, 2]] <1 ||s1[[i, 2]]+s1[[i, 3]] >1+d1),
sl = Delete[sl, i]; i--,
For[j=1,3<i, j++,
T£[(((s1003, 111 ss1[[i, 111 <s1[[], 1]1]+s1[[F, 3]1]) &&
(s1[[3, 211 <s1[[i, 2]] <s1[[j, 211 +s1[[], 311)) II
((s1[[3, 111 <s1[[i, 1]] +sL[[i, 3]] ss1[[j, 111 +s1[[j, 3]]) &a&
(s1[[j, 211 <s1[[i, 2]] +sL[[i, 311 ss1[[], 2]1]+s1[[F, 311)) ||
((s1r[i, 111 <=s1[[j, 111) && (s1[[j, 111 +sL[[], 3]] <=
s1[[i, 1]] +s1[[i, 3]]) &&
((sirri, 211 <=s1[[3, 211) && (s1[[3, 2]1] +s1[[j, 31] <=
s1[[i, 211 +s1[[i, 3]1)))).
sl = Delete[sl, i]; i--; Break,
Nothing]

]
]
] s1

]

Funkcja modyfikujgca wspotrzedne z danych wejsciowych na format wygodny do obstugi w
programie.
normalize[s_, d_] := Module[{sl =s, dl1 =d},

sl=((#-{1,1,0}) &/@sl) /dl;
sl]
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Kod zrodtowy

Definicje funkgcji rysujacych i liczacych
Wygodna funkcja do rysowania kwadratu z jednego elementu listy.
square[{x_, y_, r_}] := Rectangle[{x, vy}, {x+r, y+r}]

Funkcja, ktéra dokonuje wszelkich obliczen ze zbioru wejsciowego i zwraca liste kwadratow do
narysowania.

fractal[setNorm_, iter_] := Module[{inputSet = setNorm},
(*» shift dla danego kwadratu zwraca wspolrzedne
kwadratow wewnatrz niego, w nastepnej iteracji x)
shift[s_, i_] := Table[{
s[[i, 1]] + inputSet[[k, 1]] *s[[i, 3]],
s[[i, 2]] + inputSet[[k, 2]] *s[[i, 3]],
s[[i, 3]] » inputSet[[k, 3]1]},
{k, 1, Length[inputSet]}];
(*» scor zwraca wspolrzedne wszystkich kwadratow
w nastepnej iteracji )
scor[list_] :=
Flatten]|
Table|[
shift[list, i],
{i, 1, Length[list]}
1,1];
(*» fcor zwraca wspolrzedne wszystkich kwadratow
po przejsciu wszystkich iteracji )
fcor[list_, it_] := Nest[scor, list, it-1];
square /@ fcor [inputSet, iter]

1
Funkcje liczace wymiar Hausdorffa do wyswietlenia (dokfadny i przyblizony).

dimension[s_] := Module[{sl = s},
af[t_] :=Sum[s1[[j, 3]1"t, {j, 1, Length[s1]}];
b= (t /. Solve[a[t] ==1, t, Reals]) [[1]];
If [MatchQ[b, Root[_]] == True, Text[t: Simplify[a[t] ==1]], b]
]

ndimension[s_] :=
(t /. Nsolve[sum[s[[j, 3]]"t, {j, 1, Length[s]}] =1, t, Reals]) [[1]]

Funkcja ograniczajgca liczbe iteraciji.

iterations[1l_] :=Min[12, Floor[If[(1=0]]|1=1), 12, Log[l, 8°5]]11]]
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Gtowny program

Manipulate [
div = Switch[mode, point, 3, line, 3, cantor, 3,
cantorDust, 3, sCarpet, 3, sTriangle, 2, flowers, 5, custom, div];
set = Switch[mode, point, point, line, line, cantor, cantor, cantorDust,
cantorDust, sTriangle, sTriangle, sCarpet, sCarpet, flowers, flowers,
custom, prepareInput[checkPattern[set], div]];
setNorm = normalize[set, div];
size = 540;
len = Max[1, Length[setNorm]];
zoomAt = If[zoomAt > len, 1, zoomAt];
lim = iterations[len];
iter = If[iter > 1lim, 1, iter];
haus = dimension[setNorm];
nhaus = ndimension[setNorm];
Graphics[{Dynamic [If[inverse == False, fractalcolor, background]],
fractal[setNorm, iter]},
Background » Dynamic[If[inverse == False, background, fractalcolor]],
GridLines -» Dynamic [If [grid = True,
{Range[O, 1+ 1/div, l/div] , Range[O, 1+ l/div, 1/div] }, None]] ’
PlotRange » Dynamic[{
{zoomVal * setNorm[ [zoomAt, 1]] + (1 - zoomVal) %O,
zoomVal * (setNorm[[zoomAt, 1]] + setNorm[ [zoomAt, 3]]) + (1 - zoomVal) 1},
{zoomVal * setNorm[[zoomAt, 2]] + (1 - zoomVal) * O, zoomVal %
(setNorm[ [zoomAt, 2]] + setNorm[ [zoomAt, 3]]) + (1 - zoomVal) »1}}],
ImageSize - {size, size}] ’
Delimiter, Style["Parameters", 12, Bold],
{{mode, flowers, "preset"},
{point » "Point", line -» "Line", cantor -» "Cantor set",
cantorDust - "Cantor dust", sTriangle -» "Sierpinski triangle",
sCarpet -» "Sierpinski carpet", flowers » "Flowers", custom » "Custom"}},
{{div, 2, "division"}, 2, 12, 1},
{{iter, 1, "iterations"}, Thread[Range[lim] » Range[lim]]},
{{set, "", "initial set"}},
Delimiter, Style["Animation", 12, Bold],
{{grid, True, "grid"}, {False, True}},
{{zoomAt, 1, "zoomed square"}, Thread[Range[len] -» Range[len]]},
{{zoomval, O, "zoom value"}, 0, 1, Appearance - "Open"},
Delimiter, Style["Coloring", 12, Bold],
{{inverse, False, "inverse"}, {False, True}},
{fractalcolor, Black},
{background, White},
Delimiter, Style["Calculations", 12, Bold],
{{1len, len, "input length"}, 1, 144, 1, Opacity[1l], Appearance -» "Labeled"},
{{1lim, 1lim, "iterations 1limit"}, 1, 12, 1, Opacity[1l], Appearance -» "Labeled"},
Delimiter, Style["Hausdorff dimension", 12, Bold],
{{haus, haus, "exact"}, 0, 2, 0, Opacity[1l], Appearance - "Labeled"},
{{nhaus, nhaus, "approx"}, 0, 2, 0, Opacity[l], Appearance - "Labeled"},
LabelStyle -» Directive[Medium],
ControlType -
{Automatic, PopupMenu, Setter, Setter, InputField, Automatic, Automatic, Setter,
Automatic, Automatic, Automatic, ColorSlider, ColorSlider, Automatic},
ControlPlacement -» Left, SaveDefinitions -» True

]



Parameters
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iterations limit
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Sierpinski triangle
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Podsumowanie

Dalsze kroki

Ewentualne rozszerzenia, ktére mogtyby stanowi¢ rozszerzenie projektu:
= zastosowanie algorytméw losowych do generowania fraktali trudnych wydajnosciowo

= uogodlnienie klasy fraktali (szerszy zakres wspétrzednych, inne figury, inne przeksztatcenia jak
obroty i odbicia)

m dopasowanie limitu iteracji do trudnosci obliczeniowej zadania (a zatem do stopnia uzycia
procesora)
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